
Solution du problème

Soit 𝑛 ∈ ℕ. On cherche le nombre d’applications 𝑓 ∶ {1,… ,𝑛} →
{1,… ,𝑛} telles que 𝑓 ∘ 𝑓 = 𝑓 .
Pour construire une telle application 𝑓 , on part de 𝐼 = Im(𝑓) dont
on note 𝑙 le cardinal.

Notons que pour tout 𝑘 ∈ 𝐼 , il existe 𝑥 ∈ {1,… ,𝑛} tel que 𝑓(𝑥) =
𝑘, de sorte que 𝑓(𝑘) = 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) = 𝑘. Tous les éléments de
𝐼 sont égaux a leurs images respectives par 𝑓 .
Ainsi, pour 𝐼 fixé, il suffit de donner une image aux 𝑛−𝑙 éléments
en dehors de 𝐼 . Ces images étant nécessairement dans 𝐼 , il y a
𝑙𝑛−𝑙 choix.

De plus, il y a (𝑛
𝑙 ) choix pour 𝐼 .

Finalement, il y a ∑𝑛
𝑙=0 (𝑛

𝑙 )𝑙𝑛−𝑙 applications de ce genre.
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